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Abstract
In this paper we investigate grayity IR effects on quantum 
machanics considering minimum momentum. First, 
we investigate afew cases in quantum mechanics by 
minimum momentum, also we show hydrogen atom 
spectrum is corrected and produce limit on minimum 
momentum by prices measurements done on hydro-
gen atom. also we investigate aharonove-bohm eff-
ect and show its topological phase is corrected. Con-
sidering appropriate experiments, this corrections will 
be observed.
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چیکده
در این مقاله ما اثرات IR گرانش را بر مکانیک کوانتومی با در نظر گرفتن 
تکانه‌ی کمینه بررسی میک‌نیم. در ابتدا چند مسئله را در مکانیک کوانتومی 
با کمینه‌ی تکانه مورد بررسی قرار می‌دهیم. همچنین نشان خواهیم داد که 
طیف اتم هیدروژن تصحیح می‌ش��ود و با توجه به اندازه‌گیری‌های دقیق 
انجام ش��ده روی طیف اتم هیدروژن می‌ت��وان روی تکانه‌ی کمینه حد 
گذاشت. همچنین اثر آهارونوف- بوهم1 را بررسی کرده و نشان می‌دهیم 
که فاز توپولوژیک آن تصحیح می‌ش��ود که می‌ت��وان با در نظر گرفتن 

آزمایش‌های مناسب این تصحیحات را مشاهده کرد.

واژه‌های کلیدی: عدم قطعیت، کمینة تکانه 

1 Aharonov-bohm

١. مقدمه 
ع��دم قطعیت کمینه در تکانه نتیج��ه‌ای از اثرات IR گرانش روی یک سیس��تم مکانیک کوانتومی 
می‌باش��د. همانطور که عدم قطعیت کمین��ه در مکان نتیجه‌ی اثرات UV گرانش در فواصل بس��یار 
کوچک اس��ت. ط��ول کمینه را می‌توان به طور موثر با در نظر گرفت��ن عدم قطعیت کمینه در مکان 
ذره مورد بررسی قرار داد. به طور کلی عدم قطعیت کمینه در تکانه و مکان یک ذره نتیجه‌ی اثرات 
گرانش��ی در حد IR و UV می‌باش��ند ]3،2،1.[ از آنجا که بررسی مستقیم اثرات IR گرانش بر روی 
مکانی��ک کوانتومی مس��تلزم در نظر گرفتن زمین��ه‌ای با فضا زمان خمیده ریمانی اس��ت و این خود 
دشواری‌های زیادی را به همراه دارد بنابراین ما در اینجا با در نظر گرفتن تکانه‌ی کمینه این کار را به 
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طور موثر انجام می‌دهیم. در مقاله ]4[ طیف وسیعی از مسائل مکانیک کوانتومی به این روش بررسی 
ش��ده است. در اینجا ما این مطالعات را برای مس��ائل دیگری انجام می‌دهیم. در بخش بعد مکانیک 
کوانتوم��ی با عدم قطعیت کمینه در تکانه را فرمول‌بندی میک‌نیم. س��پس ای��ن فرمول‌بندی را برای 
مسائلی که حل دقیق دارند به کار می‌بریم. این مسئله در اتم هیدروژن دارای اهمیت است، زیرا ویژه 
مقادیر آن به گونه‌ای تصحیح می‌ش��وند که ممکن اس��ت با کمک آن بتوان حدودی بر پارامترهای 
کمینه تکانه گذاش��ت. س��پس به بررس��ی اثر آهارونوف- بوهم می‌پردازیم و نشان می‌دهیم که فاز 
آهارونوف- بوهم بر اثر تکانه‌ی کمینه به مس��احت جاروب شده توسط ذره‌ی مورد آزمایش وابسته 
می‌شود. این نشان می‌دهد که اگر آزمایش را به گونه‌ای طراحی کنیم که سطح قابل تغییر باشد، آنگاه 
تغییرات فاز وابسته به سطح هم قابل مشاهده خواهد بود.                                                                                              

 
٢. عدم قطعيت كمينه در تكانه

 IR عدم قطعيت كمينه در تکانه ترجمان مكانيك كوانتومي مفهوم كمينه تکانه است كه به علت اثرات
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]١،٢،٣[. روي كي خمينه ريماني، تكانه تعريف جديدي به صورت »مولد تغييرات بس��يار كوچك 
مختص��ات ژئودزكي از كي رويداد به رويداد ديگر« خواهد يافت و در نتيجه تكانه‌هاي مختلف با 
يكديگر جابجا نمي‌شوند ]6،5[. روابط جابجايي عملگرهاي تكانه و مكان نيز تغيير مي‌كنند. كي نوع 
خاص از اين روابط جابجايي تغيير يافته منجر به عدم قطعيت كمينه در تكانه مي‌شود. ظهور اين عدم 
قطعيت كمينه را مي‌توان با دلايل خوبي توضيح داد. در مكانيك كوانتومي وقتي )روي كي فضاي 
تخت( تكانه ذره با دقت زياد اندازه‌گيري مي‌شود، به اين معناست كه تابع موج آن ذره در كل فضا 
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اندازه‌گيري كرد و یک حد کمینه برای آن وجود دارد.
بررسي‌هاي انجام شده در مكانيك كوانتومي، روي فضاهاي خميده منجر به پيشنهاد جبر هايزنبرگ 

جديدي به صورت زير شده است ]١،٢،٣،5[:
)١(

در نظ��ر خواهي��م گرفت كه منج��ر به عدم قطعيت كمين��ه در تكانه مي‌ش��وند. در دو بخش يآنده 
عبارتهايي بر Θi j شوند.

در بخش‌ه��اي بع��د از آن ني��ز چن��د مس��ئله مكاني��ك كوانتوم��ي را با ف��رض كمين��ه تكانه حل                                 
خواهيم نمود.
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٢ 
 

بوهم بر اثر تکانه ی کمینه به مساحت جاروب شده توسط -آهارونوف
ش ین ن شود. ا می  سته  مایش واب مورد آز گر ذره ی  که ا هد  می د ان 

شد،  یر با بل تغی سطح قا که  نیم  حی ک نه ای طرا به گو مایش را  آز
آنگاه تغییرات فاز وابسته به سطح هم قابل مشاهده خواهد بود.

                                                                                                   
 . عدم قطعيت كمينه در تكانه٢

كمینه ترجمان مكانیك كوانتومي مفهوم  عدم قطعیت كمینه درتکانه
بررسري برا گرانشی روی  می دهد.  IRبه علت اثرات  است كه تکانه

هاي ری نه  تومي روي خمی یك كوان مي مكان جالبي  تایج  به ن ماني 
تعریرف جدیردي بره انره تك ،ه ریمرانيروي یك خمینر .[٨٫٢٫١]رسیم
چكصورت سیار كو یرات ب یداد  "مولد تغی یك رو یك از  صات ژئودز مخت

افررت ودرنتیجرره تكانرره هرراي مختلررف "خواهررد یگربرره رویررداد دی
تكانره . روابط جابجرایي عملگرهراي ] 6,5[جابجا نمي شوندیكدیگربا

یك نوع خاص از این روابط جابجایي   كنند. مي تغییر ومكان نیز
ظهور  تغییر یافته منجر به عدم قطعیت كمینه درتكانه مي شود.

در  .توضیح داد كمینه را مي توان با دلایل خوبي ن عدم قطعیتای
ت تومي وق یك كوان نه ذره مكان خت( تكا ضاي ت یك ف قت ي )روي  با د

ن ذره آبه این معناست كه تابع موج  ،گیري مي شودازه اند زیاد
اما  یك موج تخت توصیف مي شود. در كل فضا گسترش دارد یعني با

سراسري قابل تصور  ومي از موج تختمفه دلخواه یك فضاي خمیده در
ست و نه را  نی توان تكا مي  كه ن ست  لب ا ین مط یاي ا خود گو ین  ا

 و یک حد کمینه برای آن وجود دارد. دقیقا اندازه گیري كرد
ي خمیده هافضا ، رويمكانیك كوانتوميانجام شده در هاي بررسي

برگ جدیدي به صورت زیر شده جبر هایزن پیشنهاد منجر به
                              :] ٨٫٢٫١٫5[است

 (٨)                                                                                                                        
                                                                                                                                                   

                 
مي  تكانهدرنظرخواهیم گرفت كه منجربه عدم قطعیت كمینه در 

ji            شوند. بر هایيعبارتینده آبخش  دو در   
مسئله مكانیك كوانتومي را با  چند ن نیزآ از بخشهاي بعد در
 د.مینه تكانه حل خواهیم نموك فرض

 
  2xجبر هایزنبرگ تعميم یافته با جمله مجذوری  .٣

نظر مي  در یک بعد به صورت زیرابتدا جبر هایزنبرگ را در 
 گیریم:

 (٢          )                                                                        
  (1)ˆ,ˆ1() 22 xipxxx    

. با استفاده از گرهای هرمیتی مکان و تکانه هستندعمل x̂و p̂که 
یف  پذیرتعر شاهده  یت دو م عدم قطع مولی  کی و مع جام  فیزی با ان
سب شدن محا صفر  فرض  با  ین جبر) که ا شان داد  توان ن می  اتی 
                                                   تكانهبه عدم قطعیت کمینه  (xچشمداشتی مقدار

  (,), pxipx jiji  
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  (1)ˆ,ˆ1() 22 xipxxx    

. با استفاده از گرهای هرمیتی مکان و تکانه هستندعمل x̂و p̂که 
یف  پذیرتعر شاهده  یت دو م عدم قطع مولی  کی و مع جام  فیزی با ان
سب شدن محا صفر  فرض  با  ین جبر) که ا شان داد  توان ن می  اتی 
                                                   تكانهبه عدم قطعیت کمینه  (xچشمداشتی مقدار

  (,), pxipx jiji  

                
                                                                                                                                                

گرانش بر مکانیک کوانتومی از  IRاثرات بررسی                                                       
                                ............................................................ طریق 

٢ 
 

بوهم بر اثر تکانه ی کمینه به مساحت جاروب شده توسط -آهارونوف
ش ین ن شود. ا می  سته  مایش واب مورد آز گر ذره ی  که ا هد  می د ان 

شد،  یر با بل تغی سطح قا که  نیم  حی ک نه ای طرا به گو مایش را  آز
آنگاه تغییرات فاز وابسته به سطح هم قابل مشاهده خواهد بود.

                                                                                                   
 . عدم قطعيت كمينه در تكانه٢

كمینه ترجمان مكانیك كوانتومي مفهوم  عدم قطعیت كمینه درتکانه
بررسري برا گرانشی روی  می دهد.  IRبه علت اثرات  است كه تکانه

هاي ری نه  تومي روي خمی یك كوان مي مكان جالبي  تایج  به ن ماني 
تعریرف جدیردي بره انره تك ،ه ریمرانيروي یك خمینر .[٨٫٢٫١]رسیم
چكصورت سیار كو یرات ب یداد  "مولد تغی یك رو یك از  صات ژئودز مخت

افررت ودرنتیجرره تكانرره هرراي مختلررف "خواهررد یگربرره رویررداد دی
تكانره . روابط جابجرایي عملگرهراي ] 6,5[جابجا نمي شوندیكدیگربا

یك نوع خاص از این روابط جابجایي   كنند. مي تغییر ومكان نیز
ظهور  تغییر یافته منجر به عدم قطعیت كمینه درتكانه مي شود.

در  .توضیح داد كمینه را مي توان با دلایل خوبي ن عدم قطعیتای
ت تومي وق یك كوان نه ذره مكان خت( تكا ضاي ت یك ف قت ي )روي  با د

ن ذره آبه این معناست كه تابع موج  ،گیري مي شودازه اند زیاد
اما  یك موج تخت توصیف مي شود. در كل فضا گسترش دارد یعني با

سراسري قابل تصور  ومي از موج تختمفه دلخواه یك فضاي خمیده در
ست و نه را  نی توان تكا مي  كه ن ست  لب ا ین مط یاي ا خود گو ین  ا

 و یک حد کمینه برای آن وجود دارد. دقیقا اندازه گیري كرد
ي خمیده هافضا ، رويمكانیك كوانتوميانجام شده در هاي بررسي

برگ جدیدي به صورت زیر شده جبر هایزن پیشنهاد منجر به
                              :] ٨٫٢٫١٫5[است
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ji            شوند. بر هایيعبارتینده آبخش  دو در   
مسئله مكانیك كوانتومي را با  چند ن نیزآ از بخشهاي بعد در
 د.مینه تكانه حل خواهیم نموك فرض
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ه عدم قطعیت کمینه در نیم کدر اینجا فرض می ک. منجر می شود 

 بنابراین فضای مکان دست  .مکان وجود ندارد
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باقي خورده  کان  ن ضای م ید را روی ف بر جد توان ج می  ند و  می ما
 نمایش داد. x()توابع موج 

 x()به صورت زیر روی توابرع مروج  pو x در فضای مکان عملگرهای
 د .نعمل می کن

 (٨          )                                                                                               
()()ˆ xxxx   
 (٤                                                                 )                        
()(1)()ˆ 2 xxixp x   

ه حالت های مکان و ژوی، ین برای ضرب داخلی دو کت دلخواههمچن
     همچنین عملگر واحد داریم 
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تعمیم داد. بدین  بعد نیزمی توان  nرا به ( ٢رابطه جابجایی  )
 صورت که 

(١)                                                                             


i
ixr 22    ،  jiji ripx  (1), 2 

    

لفه تکانه عدم قطعیت تکانه داریم. مودر این حالت روی هر
به صورت زیر عمل  تکانهملگرهای مکان و ع همچنین درفضای مختصات
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(1)جابجایی نیز به عدم قطعیت کمینه در تکانه 
2

22 xxpx  

 (١                                                                                      )                                
 0p 
ه عدم قطعیت کمینه در نیم کدر اینجا فرض می ک. منجر می شود 
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در اینجا نشان می‌دهیم که این رابطه جابجایی نیز به عدم قطعیت کمینه در تکانه منجر می‌شود. برای 
اثبات این مطلب ابتدا عدم قطعیت بین x  و p  را به دست می‌آوریم. با استفاده از تعریف معمولی عدم 

قطعیت بین دو عملگر، داریم:  
)١٣(

x از تعریف عدم قطعیت
)١٤(

مشخص است كه کمیت زیر رادیکال، در رابطه )١٣( یک کمیت مثبت است و با تقسيم طرفین )13( 
بر Δx داریم:

)١٥(

تفاوت )١٥( با رابطه عدم قطعیت عادی بین x  و p  در جمله                        می‌باشد. این جمله را با 
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|0آنگاه داریم  بگیریم، . 

و اعمررال  (٨٢)در ادامرره دو مسرراله را بررا اسررتفاده از جبررر 
 بررسی می کنیم .(٨٧)و(٨٨)تبدیلات

 
 یک بعدی نوسانگر هماهنگ. ٥

  222  xxx

(1
()

1)
2 2

2








x

x
x

p 

 pو xبرای اثبات این مطلب ابتدا عدم قطعیت بین  منجر می شود.
عدم قطعیت  با استفاده از تعریف معمولی را به دست می آوریم.

   :داریم ٬ربین دو عملگ
(٨١) 

 xاز تعریف عدم قطعیت 
(٨٨) 
 
کمیت مثبت است ( یک ٨١رابطه )، دررادیکالشخص است كه کمیت زیرم

 :داریم xبر( 13طرفین)وباتقسیم 
 
(٨٤) 
 
 
 

رانش برر مکانیرک کوانترومی از گ IRبررسی اثرات                               
طریرررررررررق  ............................................................                                

٨   
در جملرره   pو x( بررا رابطرره عرردم قطعیررت عررادی بررین ٨٤تفرراوت)

1
() 2

2





x

x  . این جمله را با می باشد  نشان 

هیم . شدن  می د چک  ظور کو به من گر  شدن  pحال ا تر  نی دقیق )یع
افرزایش یزن 2x آنگراه ٬را افزایش دهیم xاندازه گیری تکانه ( 

هد با خوا فت تاع موایا کال ه بت برت زیررادی ندره مث قع . ما دروا
همیشه یرک  (٥١رابطه ) درطرف راست xشود که به ازای هر دیده می

 یعنی عدم قطعیت.  0pهموارهبه عبارت دیگر داریم.کمیت مثبت
نه نه ای دارد ،تکا هایی حد کمی که حالت به این نوط  ته م .الب
22 در آن شرط ظربگیریم کهرادرن () xx باشد. برقرار 

  زیر به صورتمکان  هیلبرت  درفضای p̂و x̂عملگرهای 
(٨٨                                                                                  )                            
()()ˆ xxxx                                                                                                    
(٨٧                                                                       )                        
()(1)()ˆ xxixp x   

. همچنین در اینجا نیز لازم است که ع موج عمل می کنندروی تواب

مل عا
x1

نیم 1 برت ک ضای هیل لی را وارد ف ضرب داخ برای  مثلا   .

 داریم 
(٨٤                                                                         )                  




 
 ()()

1
| * xx

x
dx 


 

نظر  كراندار در را xو را بسیار کوچک فرض کنیم xن اگر همچنی
|0آنگاه داریم  بگیریم، . 

و اعمررال  (٨٢)در ادامرره دو مسرراله را بررا اسررتفاده از جبررر 
 بررسی می کنیم .(٨٧)و(٨٨)تبدیلات

 
 یک بعدی نوسانگر هماهنگ. ٥

  222  xxx

(1
()

1)
2 2

2








x

x
x

p 

 pو xبرای اثبات این مطلب ابتدا عدم قطعیت بین  منجر می شود.
عدم قطعیت  با استفاده از تعریف معمولی را به دست می آوریم.

   :داریم ٬ربین دو عملگ
(٨١) 

 xاز تعریف عدم قطعیت 
(٨٨) 
 
کمیت مثبت است ( یک ٨١رابطه )، دررادیکالشخص است كه کمیت زیرم

 :داریم xبر( 13طرفین)وباتقسیم 
 
(٨٤) 
 
 
 

رانش برر مکانیرک کوانترومی از گ IRبررسی اثرات                               
طریرررررررررق  ............................................................                                

٨   
در جملرره   pو x( بررا رابطرره عرردم قطعیررت عررادی بررین ٨٤تفرراوت)

1
() 2

2





x

x  . این جمله را با می باشد  نشان 

هیم . شدن  می د چک  ظور کو به من گر  شدن  pحال ا تر  نی دقیق )یع
افرزایش یزن 2x آنگراه ٬را افزایش دهیم xاندازه گیری تکانه ( 

هد با خوا فت تاع موایا کال ه بت برت زیررادی ندره مث قع . ما دروا
همیشه یرک  (٥١رابطه ) درطرف راست xشود که به ازای هر دیده می

 یعنی عدم قطعیت.  0pهموارهبه عبارت دیگر داریم.کمیت مثبت
نه نه ای دارد ،تکا هایی حد کمی که حالت به این نوط  ته م .الب
22 در آن شرط ظربگیریم کهرادرن () xx باشد. برقرار 

  زیر به صورتمکان  هیلبرت  درفضای p̂و x̂عملگرهای 
(٨٨                                                                                  )                            
()()ˆ xxxx                                                                                                    
(٨٧                                                                       )                        
()(1)()ˆ xxixp x   

. همچنین در اینجا نیز لازم است که ع موج عمل می کنندروی تواب

مل عا
x1

نیم 1 برت ک ضای هیل لی را وارد ف ضرب داخ برای  مثلا   .

 داریم 
(٨٤                                                                         )                  




 
 ()()

1
| * xx

x
dx 


 

نظر  كراندار در را xو را بسیار کوچک فرض کنیم xن اگر همچنی
|0آنگاه داریم  بگیریم، . 

و اعمررال  (٨٢)در ادامرره دو مسرراله را بررا اسررتفاده از جبررر 
 بررسی می کنیم .(٨٧)و(٨٨)تبدیلات

 
 یک بعدی نوسانگر هماهنگ. ٥

  222  xxx

(1
()

1)
2 2

2








x

x
x

p 

 pو xبرای اثبات این مطلب ابتدا عدم قطعیت بین  منجر می شود.
عدم قطعیت  با استفاده از تعریف معمولی را به دست می آوریم.

   :داریم ٬ربین دو عملگ
(٨١) 

 xاز تعریف عدم قطعیت 
(٨٨) 
 
کمیت مثبت است ( یک ٨١رابطه )، دررادیکالشخص است كه کمیت زیرم

 :داریم xبر( 13طرفین)وباتقسیم 
 
(٨٤) 
 
 
 

رانش برر مکانیرک کوانترومی از گ IRبررسی اثرات                               
طریرررررررررق  ............................................................                                

٨   
در جملرره   pو x( بررا رابطرره عرردم قطعیررت عررادی بررین ٨٤تفرراوت)

1
() 2

2





x

x  . این جمله را با می باشد  نشان 

هیم . شدن  می د چک  ظور کو به من گر  شدن  pحال ا تر  نی دقیق )یع
افرزایش یزن 2x آنگراه ٬را افزایش دهیم xاندازه گیری تکانه ( 

هد با خوا فت تاع موایا کال ه بت برت زیررادی ندره مث قع . ما دروا
همیشه یرک  (٥١رابطه ) درطرف راست xشود که به ازای هر دیده می

 یعنی عدم قطعیت.  0pهموارهبه عبارت دیگر داریم.کمیت مثبت
نه نه ای دارد ،تکا هایی حد کمی که حالت به این نوط  ته م .الب
22 در آن شرط ظربگیریم کهرادرن () xx باشد. برقرار 

  زیر به صورتمکان  هیلبرت  درفضای p̂و x̂عملگرهای 
(٨٨                                                                                  )                            
()()ˆ xxxx                                                                                                    
(٨٧                                                                       )                        
()(1)()ˆ xxixp x   

. همچنین در اینجا نیز لازم است که ع موج عمل می کنندروی تواب

مل عا
x1

نیم 1 برت ک ضای هیل لی را وارد ف ضرب داخ برای  مثلا   .

 داریم 
(٨٤                                                                         )                  




 
 ()()

1
| * xx

x
dx 


 

نظر  كراندار در را xو را بسیار کوچک فرض کنیم xن اگر همچنی
|0آنگاه داریم  بگیریم، . 

و اعمررال  (٨٢)در ادامرره دو مسرراله را بررا اسررتفاده از جبررر 
 بررسی می کنیم .(٨٧)و(٨٨)تبدیلات

 
 یک بعدی نوسانگر هماهنگ. ٥

  222  xxx

(1
()

1)
2 2

2








x

x
x

p 

 pو xبرای اثبات این مطلب ابتدا عدم قطعیت بین  منجر می شود.
عدم قطعیت  با استفاده از تعریف معمولی را به دست می آوریم.

   :داریم ٬ربین دو عملگ
(٨١) 

 xاز تعریف عدم قطعیت 
(٨٨) 
 
کمیت مثبت است ( یک ٨١رابطه )، دررادیکالشخص است كه کمیت زیرم

 :داریم xبر( 13طرفین)وباتقسیم 
 
(٨٤) 
 
 
 

رانش برر مکانیرک کوانترومی از گ IRبررسی اثرات                               
طریرررررررررق  ............................................................                                

٨   
در جملرره   pو x( بررا رابطرره عرردم قطعیررت عررادی بررین ٨٤تفرراوت)

1
() 2

2





x

x  . این جمله را با می باشد  نشان 

هیم . شدن  می د چک  ظور کو به من گر  شدن  pحال ا تر  نی دقیق )یع
افرزایش یزن 2x آنگراه ٬را افزایش دهیم xاندازه گیری تکانه ( 

هد با خوا فت تاع موایا کال ه بت برت زیررادی ندره مث قع . ما دروا
همیشه یرک  (٥١رابطه ) درطرف راست xشود که به ازای هر دیده می

 یعنی عدم قطعیت.  0pهموارهبه عبارت دیگر داریم.کمیت مثبت
نه نه ای دارد ،تکا هایی حد کمی که حالت به این نوط  ته م .الب
22 در آن شرط ظربگیریم کهرادرن () xx باشد. برقرار 

  زیر به صورتمکان  هیلبرت  درفضای p̂و x̂عملگرهای 
(٨٨                                                                                  )                            
()()ˆ xxxx                                                                                                    
(٨٧                                                                       )                        
()(1)()ˆ xxixp x   

. همچنین در اینجا نیز لازم است که ع موج عمل می کنندروی تواب

مل عا
x1

نیم 1 برت ک ضای هیل لی را وارد ف ضرب داخ برای  مثلا   .

 داریم 
(٨٤                                                                         )                  




 
 ()()

1
| * xx

x
dx 


 

نظر  كراندار در را xو را بسیار کوچک فرض کنیم xن اگر همچنی
|0آنگاه داریم  بگیریم، . 

و اعمررال  (٨٢)در ادامرره دو مسرراله را بررا اسررتفاده از جبررر 
 بررسی می کنیم .(٨٧)و(٨٨)تبدیلات
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بوهم بر اثر تکانه ی کمینه به مساحت جاروب شده توسط -آهارونوف
ش ین ن شود. ا می  سته  مایش واب مورد آز گر ذره ی  که ا هد  می د ان 

شد،  یر با بل تغی سطح قا که  نیم  حی ک نه ای طرا به گو مایش را  آز
آنگاه تغییرات فاز وابسته به سطح هم قابل مشاهده خواهد بود.

                                                                                                   
 . عدم قطعيت كمينه در تكانه٢

كمینه ترجمان مكانیك كوانتومي مفهوم  عدم قطعیت كمینه درتکانه
بررسري برا گرانشی روی  می دهد.  IRبه علت اثرات  است كه تکانه

هاي ری نه  تومي روي خمی یك كوان مي مكان جالبي  تایج  به ن ماني 
تعریرف جدیردي بره انره تك ،ه ریمرانيروي یك خمینر .[٨٫٢٫١]رسیم
چكصورت سیار كو یرات ب یداد  "مولد تغی یك رو یك از  صات ژئودز مخت

افررت ودرنتیجرره تكانرره هرراي مختلررف "خواهررد یگربرره رویررداد دی
تكانره . روابط جابجرایي عملگرهراي ] 6,5[جابجا نمي شوندیكدیگربا

یك نوع خاص از این روابط جابجایي   كنند. مي تغییر ومكان نیز
ظهور  تغییر یافته منجر به عدم قطعیت كمینه درتكانه مي شود.

در  .توضیح داد كمینه را مي توان با دلایل خوبي ن عدم قطعیتای
ت تومي وق یك كوان نه ذره مكان خت( تكا ضاي ت یك ف قت ي )روي  با د

ن ذره آبه این معناست كه تابع موج  ،گیري مي شودازه اند زیاد
اما  یك موج تخت توصیف مي شود. در كل فضا گسترش دارد یعني با

سراسري قابل تصور  ومي از موج تختمفه دلخواه یك فضاي خمیده در
ست و نه را  نی توان تكا مي  كه ن ست  لب ا ین مط یاي ا خود گو ین  ا

 و یک حد کمینه برای آن وجود دارد. دقیقا اندازه گیري كرد
ي خمیده هافضا ، رويمكانیك كوانتوميانجام شده در هاي بررسي

برگ جدیدي به صورت زیر شده جبر هایزن پیشنهاد منجر به
                              :] ٨٫٢٫١٫5[است

 (٨)                                                                                                                        
                                                                                                                                                   

                 
مي  تكانهدرنظرخواهیم گرفت كه منجربه عدم قطعیت كمینه در 

ji            شوند. بر هایيعبارتینده آبخش  دو در   
مسئله مكانیك كوانتومي را با  چند ن نیزآ از بخشهاي بعد در
 د.مینه تكانه حل خواهیم نموك فرض

 
  2xجبر هایزنبرگ تعميم یافته با جمله مجذوری  .٣

نظر مي  در یک بعد به صورت زیرابتدا جبر هایزنبرگ را در 
 گیریم:

 (٢          )                                                                        
  (1)ˆ,ˆ1() 22 xipxxx    

. با استفاده از گرهای هرمیتی مکان و تکانه هستندعمل x̂و p̂که 
یف  پذیرتعر شاهده  یت دو م عدم قطع مولی  کی و مع جام  فیزی با ان
سب شدن محا صفر  فرض  با  ین جبر) که ا شان داد  توان ن می  اتی 
                                                   تكانهبه عدم قطعیت کمینه  (xچشمداشتی مقدار

  (,), pxipx jiji  
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 pو xبرای اثبات این مطلب ابتدا عدم قطعیت بین  منجر می شود.
عدم قطعیت  با استفاده از تعریف معمولی را به دست می آوریم.

   :داریم ٬ربین دو عملگ
(٨١) 

 xاز تعریف عدم قطعیت 
(٨٨) 
 
کمیت مثبت است ( یک ٨١رابطه )، دررادیکالشخص است كه کمیت زیرم

 :داریم xبر( 13طرفین)وباتقسیم 
 
(٨٤) 
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هیم . شدن  می د چک  ظور کو به من گر  شدن  pحال ا تر  نی دقیق )یع
افرزایش یزن 2x آنگراه ٬را افزایش دهیم xاندازه گیری تکانه ( 

هد با خوا فت تاع موایا کال ه بت برت زیررادی ندره مث قع . ما دروا
همیشه یرک  (٥١رابطه ) درطرف راست xشود که به ازای هر دیده می

 یعنی عدم قطعیت.  0pهموارهبه عبارت دیگر داریم.کمیت مثبت
نه نه ای دارد ،تکا هایی حد کمی که حالت به این نوط  ته م .الب
22 در آن شرط ظربگیریم کهرادرن () xx باشد. برقرار 

  زیر به صورتمکان  هیلبرت  درفضای p̂و x̂عملگرهای 
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()(1)()ˆ xxixp x   

. همچنین در اینجا نیز لازم است که ع موج عمل می کنندروی تواب

مل عا
x1

نیم 1 برت ک ضای هیل لی را وارد ف ضرب داخ برای  مثلا   .

 داریم 
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
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 
 ()()
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| * xx

x
dx 


 

نظر  كراندار در را xو را بسیار کوچک فرض کنیم xن اگر همچنی
|0آنگاه داریم  بگیریم، . 

و اعمررال  (٨٢)در ادامرره دو مسرراله را بررا اسررتفاده از جبررر 
 بررسی می کنیم .(٨٧)و(٨٨)تبدیلات

 
 یک بعدی نوسانگر هماهنگ. ٥
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)١٩(
و ویژه مقادیر انرژی آن                             می‌باشد.

با اعمال تبدیلات )١٦( و )١٧( برهامیلتونی داریم: 
    )٢٠(
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بنابراین هامیلتونی نوسانگر به صورت زیر تبدیل می‌شود:                                                
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                            )٢٣(

با a و D ثابت، مقایسه کنیم پی می‌بریم که هامیلتونی جدید )٢٢( در واقع هامیلتونی پتانسیل مورس 
است و تنها کافی است که a و D را دوباره تعریف کنیم.

و 	                                                                                                )٢٤(

ویژه مقادیر و توابع پتانسیل را می‌توان با استفاده از روش فاکتورگیری2 بدست آورد ]٧[.
در معادله ویژه مقداری پتانسیل مورس
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با استفاده از این روش فاکتورگیری، ویژه مقادیر انرژی En پتانسیل مورس به صورت زیر است: 
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  :پتانسیل مورس به صورت زیر است
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د:ورآ ( می توان بدست ٢٨با استفاده از)  

  (٢٧)   
 
 
به سمت صفر میل می کند دوباره به ویژه  حدی که در 

به این ترتیب برای  رسیم. می انرژی نوسانگرهماهنگادیرمق
نا . به این معمی توان تعبیر جدیدی ارائه نمود پتانسیل مورس

که پتانسیل مورس را به عنوان پتانسیل نوسانگرهماهنگ کمینه 
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               .در نظر گرفت(٨٢با جبرجابجایي تعمیم یافته) تکانه
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گرانش بر مکانیک کوانتومی از  IRبررسی اثرات                                
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 نسيل اتم هيدروژن گونه یک بعدیپتا .٦
   زیر به صورت تانسیل اتم هیدروژن گونه یک بعدیپ
  (٢٤)                                                
0x 
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 های مثبت هستند. معادله ویژه ثابت B ،Aآن درکه تعریف می شود.
 با روشمی توان     واقع در دارد. دقیق حل مقداری این پتانسیل

 رانیز مقادیر انرژی این پتانسیلویژه و ویژه توابع فاکتورگیری
ویژه مقادیر انرژی چنرین  .[٧بدست آورد]

 است 
(٢١)    

                                                                                                        
                                                  

. بار دیگر در معادله شرودینگر ظاهر می شود جرم ذره است کهmکه
( ٨٧( و )٨٨گیریم و تبدیلات ) ( را درنظر می٨٢ر تعمیم یافته )جب

هررامیلتونی ایررن پتانسرریل  را بررر
 اعمال می کنیم .
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تبدیل  uبه صورت زیر به  ٬x ̂برای رسیدن به عبارت فوق برای
 شده است     
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ادامه این ثابت ها رابره اختیاری می باشند. در  D ،B،Aثابتهای
شکل نیم  دو می ک خاب  لف انت که  ردمو هر ودرمخت یدهیم  شان م ن

یک پتانسریل معرروف مری ( تبدیل به ١١) عبارت داخل کروشه رابطه
 شود .

 مقرار دهی Dاگر برای ثابت  الف( 
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A را طور دیگری انتخاب میک‌نیم: ،B ،D ب( ثابت‌های
   ,                      ,    D=1                                                                                       )٤٠(

 هامیلتونی )٣٠( با این انتخاب با رابطه زیر داده می‌شود:    
    

                                                     )٤١(

جمله                         پتانس��یل مورس تعمیم یافته نامیده می‌ش��ود. معادله ویژه مقداری این پتانس��یل را 
می‌توان پس از بدون بعدسازی با یک تبدیل مناسب به یک معادله ابرهندسی تبدیل کرد و سپس با 

حل این معادله ویژه مقادیر و ویژه توابع را بدست میآ‌ورد ]9[.

                                                                 )٤٢(
              

                                                                  

 
که           ویژه مقادیر انرژی هامیلتونی )٤١( می‌باشند. دوباره مشاهده میک‌نیم که در حد γ→0  به ویژه 
A پتانس��یل  ،B ،D مقادیر انرژی اتم هیدروژن‌گونه می‌رس��یم. پس با این انتخاب جدید از ثابت‌های

مورس تعمیم یافته تعبیر دیگری به عنوان پتانسیل اتم هیدروژن‌گونه کمینه تکانه پیدا میک‌ند.
 

٧. نوسانگر هماهنگ سه‌بعدی 
برای حل مسئله نوسانگر سه‌بعدی به صورتی که بر پایه جبر کمینه تکانه )٩( باشد، تنها کافی است که  

عملگر       را به صورت زیر تغییر دهیم: 
                     )٤٣(

با اعمال این تبدیل بر هامیلتونی نوسانگر، هامیلتونی به دو جز H0 و H1 تبدیل می‌شود:
         )٤٤(

                                                                                                       

H0 هامیلتونی نوس��انگر هماهنگ در مکانیک کوانتومی عادی می‌باشد. باید توجه داشت که γ یک 
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اگر  Rn,l را به عنوان قسمت شعاعی ψn,l,m به صورت زیر تعریف کنیم: 

)٥١(

آنگاه با استفاده از رابطه بازگشتی 
 )٥٢(

می‌توان مشتق تابع لاگر را نسبت به r حساب نمود. چون در نهایت باید از این عبارت مقدار چشمداشتی 
بگیریم بنابراین جمله             را به علت تعامد کنار می‌گذاریم و مشتق‌گیری به صورت زیر ساده می‌شود: 

                                                                          )٥٣(
بالاخره برای جمله دوم رابطه )٤٦( با استفاده از رابطه تعامد داریم:

 
)٥٤(

پس Δn,l و در نتیجه جابجایی تراز انرژی En  بدین صورت پیدا می‌شود:
 

)٥٥(

در اين رابطه                       مي‌باشد.
         

8. اتم هیدروژن
 H0 .تبدیل می‌ش��ود H1 و H0 ب��ا اعمال تبدی��ل )٤٣( بر هامیلتونی اتم هیدروژن، هامیلتونی به دو جز
هامیلتونی اتم هیدروژن در حالت عادی و H1  یک جمله اختلالی است. تنها تفاوت این مساله با مساله 
قبل در ویژه توابع و شکل پتانسیل می‌باشد. در اینجا نیز برای به دست آوردن ترازهای انرژی جابجا 
ش��ده باید مقدار چشمداش��تی H1 را حساب نماییم. با انجام عملیات مشابه با نوسانگر هماهنگ ویژه 
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 دروژناتم هي. ٨

هرامیلتونی   ٬(  بر هامیلتونی اتم هیردروژن٨١با اعمال تبدیل )
هامیلتونی اتم هیدروژن در  H0 . تبدیل می شود 1Hو  H0 ءبه دو جز

. تنها تفاوت این مساله با یک جمله اختلالی است  1Hحالت عادی و 
بل در و ساله ق می بام سیل  شکل پتان بع و  جا شدیژه توا . در این

نیز برای به دست آوردن ترازهای انرژی جابجا شده باید مقدار 
. برا انجرام عملیرات مشرابه برا را حسراب نمراییم 1Hچشمداشتی 

ختلال  به اول ا تا مرت نرژی را  قادیر ا یژه م نگ و سانگر هماه نو
 که به صورت زیر به دست می آید    ٬حساب می کنیم

(٤٨)                                                 
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α وثابت ساختارریزm کره. دراینجا همانطورترون می باشدجرم الک 
طیف اتم هیدروژن با دقت  .مشاهده میشودتبهگنی کاهش پیدامی کند

بالایی اندازه گیری شده است. این دقت بالا به ما این امکان را 
توانیم روی    انحراف های بسیار کوچک حد بگذاریم. می دهد که ب

تصحیح شده است. با در 0pدر اینجا طیف با جمله ای متناسب با 
نظر گرفتن اختلاف انرژی اندازه گیری شده برای دو تراز مختلف 

توان روی  حد حد گذاشت. یا  0pمی  ین  یم ا ظار دار سلما انت م
 بسیار کوچک باشد.

 بوهم-اثر آهارونوف. ٩
نشان دهنده اثرات فیزیكری برر روی  [٨١](ABبوهم )-آهارونوفاثر

یدان  بدون م یه ای  كت در ناح به حر ید  كه مق ست  بارداری ا ذرات 
لورنتس  یروی  سیك ن یك كلا ستند. در الكترودینام سی ه الكترومغناطی

صورت یك كنش ه باردار است. این عمل به تنها عامل موثر بر ذر
ضعی از هوم مو یرد. مف می گ صورت  سی  یدان الكترومغناطی یق م طر
د می شود. برای یك میدان تنها برای ساده كردن وار نیز پتانسیل

سیل توان پتان می  حد  به وا گی  كه هم فت  ظر گر فاوتی درن های مت
نتومی نتایج فیزیكی یكسانی منتهی می شوند. اما در مكانیك كوا

سی سیل الكترومغناطی ها پتان شرودینگر تن له  (,)در معاد AA


   به
ص شنهاد طور  نابر پی شود. ب می  یت -هارونوفآریح وارد  بوهم اهم

سیل در ست  پتان سیك ا یك كلا شتر ازمكان تومی بسیاربی یك كوان مكان
تومی و یك كوان یادی در مكان تی بن سیل كمی گر پتان بارت دی به ع

 است.
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هرامیلتونی   ٬(  بر هامیلتونی اتم هیردروژن٨١با اعمال تبدیل )
هامیلتونی اتم هیدروژن در  H0 . تبدیل می شود 1Hو  H0 ءبه دو جز

. تنها تفاوت این مساله با یک جمله اختلالی است  1Hحالت عادی و 
بل در و ساله ق می بام سیل  شکل پتان بع و  جا شدیژه توا . در این

نیز برای به دست آوردن ترازهای انرژی جابجا شده باید مقدار 
. برا انجرام عملیرات مشرابه برا را حسراب نمراییم 1Hچشمداشتی 

ختلال  به اول ا تا مرت نرژی را  قادیر ا یژه م نگ و سانگر هماه نو
 که به صورت زیر به دست می آید    ٬حساب می کنیم
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α وثابت ساختارریزm کره. دراینجا همانطورترون می باشدجرم الک 
طیف اتم هیدروژن با دقت  .مشاهده میشودتبهگنی کاهش پیدامی کند

بالایی اندازه گیری شده است. این دقت بالا به ما این امکان را 
توانیم روی    انحراف های بسیار کوچک حد بگذاریم. می دهد که ب

تصحیح شده است. با در 0pدر اینجا طیف با جمله ای متناسب با 
نظر گرفتن اختلاف انرژی اندازه گیری شده برای دو تراز مختلف 

توان روی  حد حد گذاشت. یا  0pمی  ین  یم ا ظار دار سلما انت م
 بسیار کوچک باشد.

 بوهم-اثر آهارونوف. ٩
نشان دهنده اثرات فیزیكری برر روی  [٨١](ABبوهم )-آهارونوفاثر

یدان  بدون م یه ای  كت در ناح به حر ید  كه مق ست  بارداری ا ذرات 
لورنتس  یروی  سیك ن یك كلا ستند. در الكترودینام سی ه الكترومغناطی

صورت یك كنش ه باردار است. این عمل به تنها عامل موثر بر ذر
ضعی از هوم مو یرد. مف می گ صورت  سی  یدان الكترومغناطی یق م طر
د می شود. برای یك میدان تنها برای ساده كردن وار نیز پتانسیل

سیل توان پتان می  حد  به وا گی  كه هم فت  ظر گر فاوتی درن های مت
نتومی نتایج فیزیكی یكسانی منتهی می شوند. اما در مكانیك كوا
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 است.
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بل در و ساله ق می بام سیل  شکل پتان بع و  جا شدیژه توا . در این

نیز برای به دست آوردن ترازهای انرژی جابجا شده باید مقدار 
. برا انجرام عملیرات مشرابه برا را حسراب نمراییم 1Hچشمداشتی 
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α وثابت ساختارریزm کره. دراینجا همانطورترون می باشدجرم الک 
طیف اتم هیدروژن با دقت  .مشاهده میشودتبهگنی کاهش پیدامی کند

بالایی اندازه گیری شده است. این دقت بالا به ما این امکان را 
توانیم روی    انحراف های بسیار کوچک حد بگذاریم. می دهد که ب

تصحیح شده است. با در 0pدر اینجا طیف با جمله ای متناسب با 
نظر گرفتن اختلاف انرژی اندازه گیری شده برای دو تراز مختلف 

توان روی  حد حد گذاشت. یا  0pمی  ین  یم ا ظار دار سلما انت م
 بسیار کوچک باشد.

 بوهم-اثر آهارونوف. ٩
نشان دهنده اثرات فیزیكری برر روی  [٨١](ABبوهم )-آهارونوفاثر

یدان  بدون م یه ای  كت در ناح به حر ید  كه مق ست  بارداری ا ذرات 
لورنتس  یروی  سیك ن یك كلا ستند. در الكترودینام سی ه الكترومغناطی

صورت یك كنش ه باردار است. این عمل به تنها عامل موثر بر ذر
ضعی از هوم مو یرد. مف می گ صورت  سی  یدان الكترومغناطی یق م طر
د می شود. برای یك میدان تنها برای ساده كردن وار نیز پتانسیل

سیل توان پتان می  حد  به وا گی  كه هم فت  ظر گر فاوتی درن های مت
نتومی نتایج فیزیكی یكسانی منتهی می شوند. اما در مكانیك كوا

سی سیل الكترومغناطی ها پتان شرودینگر تن له  (,)در معاد AA


   به
ص شنهاد طور  نابر پی شود. ب می  یت -هارونوفآریح وارد  بوهم اهم

سیل در ست  پتان سیك ا یك كلا شتر ازمكان تومی بسیاربی یك كوان مكان
تومی و یك كوان یادی در مكان تی بن سیل كمی گر پتان بارت دی به ع

 است.
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می‌دهد که بتوانیم روی انحراف‌های بسیار کوچک حد بگذاریم. در اینجا طیف با جمله‌ای متناسب 
با Δp0 تصحیح ش��ده اس��ت. با در نظر گرفتن اختلاف انرژی اندازه‌گیری شده برای دو تراز مختلف 

می‌توان روی Δp0 یا γ حد گذاشت. مسلماً انتظار داریم این حد بسیار کوچک باشد.

٩. اثر آهارونوف- بوهم
]10[ نش��ان‌دهنده اثرات فیزیكی بر روی ذرات بارداری اس��ت كه مقید  )AB( اثرآهارون��وف-  بوهم
به حركت در ناحیه‌ای بدون میدان الكترومغناطیس��ی هس��تند. در الكترودینامكی كلاس��كی نیروی 
لورنتس تنها عامل موثر بر ذره باردار اس��ت. این عمل به صورت یك كنش موضعی از طریق میدان 
الكترومغناطیسی صورت می‌گیرد. مفهوم پتانس��یل نيز تنها برای ساده كردن وارد می‌شود. برای یك 
میدان واحد می‌توان پتانس��یل‌های متفاوتی در نظر گرفت كه همگی به نتایج فیزیكی یكسانی منتهی 
می‌شوند. اما در مكانكی كوانتومی در معادله شرودینگر تنها پتانسیل الكترومغناطیسی                           به 
طور صریح وارد می‌شود. بنا بر پیشنهاد آهارونوف- بوهم اهمیت پتانسیل در مكانكی كوانتومی بسیار 
بیشتر از مكانكی كلاسكی است و به عبارت دیگر پتانسیل كمیتی بنیادی در مكانكی كوانتومی است.

هامیلتونی در حضور میدان الكترومغناطیسی به شكل زیر نوشته می‌شود:
  					     	      )٥٧(

معادلات الكترومغناطیسی تحت تبدیل
                        	)٥٨(

ناوردا می‌باشد. معادله شرودینگر در حضور پتانسیل        عبارت است از:

 )٥٩(
در معادله فوق با به كار بردن تبدیل

)٦٠(
 	

دوباره به معادله ش��رودینگر در حضور پتانس��یل       می‌رس��یم. تبدیلات )٥٨( و )٦٠( را كه معادله 
ش��روینگرتحت آنها ناورداس��ت، تبدیلات پیمانه‌ای مي‌نامند. تمام مشاهده پذیرهای فیزیكی تحت 
این تبدیلات تغییرناپذیرند. بنا به نظر آهارونوف و بوهم با اینكه مكانكی كوانتومی تحت تبدیلات 
پیمانه‌ای تغییرناپذیر است اما پتانسیل         دارای اهمیت فیزیكی است. اگر ψ جواب معادله شرودینگر 
در یك ناحیه بدون میدان باشد و پتانسيل الكتريكي را صفر در نظر بگيريم )ø=0(، بنابراين جواب این 

معادله در حضور میدان به صورت
                                                           	)٦١(

تغییر می‌یابد.
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α وثابت ساختارریزm کره. دراینجا همانطورترون می باشدجرم الک 
طیف اتم هیدروژن با دقت  .مشاهده میشودتبهگنی کاهش پیدامی کند

بالایی اندازه گیری شده است. این دقت بالا به ما این امکان را 
توانیم روی    انحراف های بسیار کوچک حد بگذاریم. می دهد که ب

تصحیح شده است. با در 0pدر اینجا طیف با جمله ای متناسب با 
نظر گرفتن اختلاف انرژی اندازه گیری شده برای دو تراز مختلف 

توان روی  حد حد گذاشت. یا  0pمی  ین  یم ا ظار دار سلما انت م
 بسیار کوچک باشد.
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یدان  بدون م یه ای  كت در ناح به حر ید  كه مق ست  بارداری ا ذرات 
لورنتس  یروی  سیك ن یك كلا ستند. در الكترودینام سی ه الكترومغناطی

صورت یك كنش ه باردار است. این عمل به تنها عامل موثر بر ذر
ضعی از هوم مو یرد. مف می گ صورت  سی  یدان الكترومغناطی یق م طر
د می شود. برای یك میدان تنها برای ساده كردن وار نیز پتانسیل

سیل توان پتان می  حد  به وا گی  كه هم فت  ظر گر فاوتی درن های مت
نتومی نتایج فیزیكی یكسانی منتهی می شوند. اما در مكانیك كوا

سی سیل الكترومغناطی ها پتان شرودینگر تن له  (,)در معاد AA


   به
ص شنهاد طور  نابر پی شود. ب می  یت -هارونوفآریح وارد  بوهم اهم

سیل در ست  پتان سیك ا یك كلا شتر ازمكان تومی بسیاربی یك كوان مكان
تومی و یك كوان یادی در مكان تی بن سیل كمی گر پتان بارت دی به ع

 است.

غناطیسی به شكل زیر نوشته می یلتونی در حضور میدان الكترومهام
 شود:
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 معادلات الكترومغناطیسی تحت تبدیل
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دوقسمت تجزیه شده وهركدام  شود. یك باریكه الكترون بهدیده می
ها از كه  یدان طریك ازباری مل م سیملوله حا می ف  بور  سی ع مغناطی

 (١-٨به هم می رسند. شكل) Bكند و سپس در نقطه 
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 پایینی باشند در حضور میدان توابع موج در 
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( از پرایین I( از بالای استوانه و مسیر دلخواه )II) مسیر دلخواه
تابع موج  Pآن عبور می كند. هنگام تداخل این دو پرتو در نقطه 
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یر آزمایش پیشنهادی آنها به نتایج فیزیكی منجر شود. در شكل ز
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در این رابطه Φ شاری است كه از سطح مقطع استوانه عبور می‌كند.
در اينجا به حل مسئله آهارونوف-بوهم با جبر كمينه تكانه ]11[ مي‌پردازيم.

١٠. اثر آهارونوف- بوهم كمینه تكانه
برای كمینه تكانه كردن مسئله AB مشابه با دو مسئله قبل تبدیلات )٤٣( را بر هامیلتونی اعمال می‌كنیم 
و مس��ئله جدید را به صورت یك مس��ئله مكانكی كوانتومی عادی حل می‌كنیم ]15،14،13،12[. با 
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معادله در حضور میدان باش��د. بنابراین مش��ابه با عملیات انجام ش��ده در قسمت قبل برای حذف اثر 

میدان، Λ را به صورت زیر انتخاب میک‌نیم.
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را نیز a در نظر می‌گیریم. در ناحیه داخل سیملوله میدان غیر صفر و ثابت B با پتانسیل برداری
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S  ناحیه ای است كه توسط مسیر بسته جراروب مری شرود.مساحت كل 
یب دادن توان باترت ست ب كن ا نابراین مم ها آب كه الكترون شي  زمای

 ( را تحقیق كرد.٧٧ند، رابطه )روي مسیر بزرگي حركت كن
صحیح  به اولتادر ت می  فاز ،مرت جاروب  كه  سطحی  سیر و  به م

لوژیكی كند صیت توپو لت خا به همرین ع شود.  می  سته  ثر واب ا
در فضررای  ABاز بررین مرری رود. بررسرری اثررر  برروهم-هررارونوفآ

 ناجابجایی نیز به نتیجه ای مشابه منجر 
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پیردا مری  مرتبهازیك تصحیح  ABشود، فاز میكه مشاهده  همانطور
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 aمری باشرد. شرعاع سریملوله را نیرز  zمحرورجهت عمودبرصفحه ودر
 با Bداخل سیملوله میدان غیرصفر و ثابت گیریم. درناحیه درنظرمی
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نتيجه‌گيري
در اين مقاله چند مس��ئله حل‌پذي��ر در مكانيك كوانتومي با اس��تفاده از روابط جبر جابجايي تعميم 
يافته )٩( و )١٢( مورد بررس��ي قرار گرفت و ارتباطات جالبي بين پتانسيل‌هاي حل‌پذير بدست آمد. 
از جمله ارتباط بین پتانس��یل نوسانگر هماهنگ یک‌بعدی و پتانسیل مورس و ارتباط بین پتانسیل اتم 
هیدروژن گونه یک‌بعدی با پتانس��یل مانینگ- روزن سپس به بررسي اثرآهارانوف- بوهم پرداختيم 

ونتايج جديدي را براي اختلاف فاز موجود در اين نظريه با فرض كمينه تكانه بدست آورديم.
همانط��ور كه انتظار مي‌رفت در اين حالت خاصيت ناورداي��ي توپولوژيكي فاز از بين مي‌رود. كي 
مسئله جالب ديگر تعميم و محاسبه فاز آهارونوف كاشر با فرض كمينه تكانه مي‌باشد كه در كارهاي 

بعدي به آن خواهيم پرداخت.
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